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BAB I  

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf pertama kali muncul dan diperkenalkan oleh Leonhard Euler 

merupakan seorang matematikawan sekaligus fisikawan Swiss pada tahun 1736. 

Melalui pemecahan masalah yang membahas Jembatan Konigsberg yang terkenal 

di Eropa merupakan salah satu bukti adanya kemungkinan melewati empat daerah 

yang terhubung dalam tujuh jembatan yang ada di kota Konigsberg dengan melalui 

masing – masing tepat sekali dan kembali ke tempat semula. Dalam memecahkan 

masalah tersebut, Euler melakukan pemisalan terhadap daratan yang dinyatakan 

sebagai titik (vertex) dan untuk jembatan dinyatakan sebagai garis atau sisi (edge). 

Euler berkesimpulan bahwa tidak mungkin seseorang dapat melalui ketujuh 

jembatan itu masing – masing satu kali dan kembali lagi ke tempat semula. 

Pemecahan masalah tentang Jembatan Konigsberg ini menjadi salah satu bukti 

sejarah lahirnya teori graf sampai sekarang. Berikut merupakan ilustrasi dari 

Jembatan Konigsberg yang berhasil dipecahkan oleh Euler. 

 

Gambar 1.1 Ilustrasi Jembatan Konigsberg 
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Graf adalah pasangan himpunan terurut (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)), dengan 𝑉(𝐺) 

merupakan himpunan titik (vertices) berhingga tak kosong dan 𝐸(𝐺) merupakan 

himpunan dari multiset yang terdiri atas dua elemen yang terhubung antara elemen 

titik, sehingga elemen 𝐸(𝐺) disebut sebagai sisi (edge) (Zulfi Amri, 2017). Dari 

definisi yang diberikan jika himpunan sisi (edge) kosong maka graf tersebut 

merupakan graf kosong (null graph). Banyaknya titik pada graf disebut sebagai 

ordo pada graf yang diberi notasi |𝑉(𝐺)| dan banyaknya sisi dari graf 𝐺 disebut 

sebagai size graf yang diberi notasi |𝐸(𝐺)|. Dalam aplikasi graf, suatu diagram yang 

diberi lambang titik dan titik – titik tersebut dihubungkan dengan suatu objek yang 

dilambangkan dengan sisi. 

Pelabelan merupakan salah satu topik pada teori graf yang terus mengalami 

perkembangan. Salah satu jenis pelabelan graf yang sedang dikembangkan adalah 

pelabelan graceful. Pada tahun 1972, Golomb menciptakan istilah pelabelan 

graceful dan graf graceful serta konsep pelabelan graceful pertama kali 

diperkenalkan oleh A.Rosa (1967) yang ditulis pada karyanya “On certain 

valuations of the vertices of a graphs, in:Theory of Graph” dengan menggunakan 

istilah pelabelan 𝛽 (𝛽 − 𝑙𝑎𝑏𝑒𝑙𝑙𝑖𝑛𝑔𝑠) memberikan label titik dengan angka yang 

berbeda dan dipilih dari 0 sampai 𝑛, yang mana 𝑛 merupakan banyak sisi pada graf 

sehingga untuk setiap sisi graf memiliki label yang diperoleh dari selisih absolut 

antar label titik yang saling berkaitan. Label sisi yang diberikan harus memiliki sifat 

yang unik pada graf tersebut. Survey yang baru dilakukan mengenai pelabelan graf 

yang telah dilakukan, terdapat pada tulisan “A Dynamic Survey of Graph Labeling” 

oleh Gallian, 2018.  
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Misalkan 𝐺(𝑉, 𝐸) adalah graf sederhana berhingga tak terarah dengan 

himpunan titik 𝑉(𝐺) tak kosong dan himpunan sisi 𝐸(𝐺). Asumsikan bahwa fungsi 

𝑓 dari himpunan titik 𝑉(𝐺) dipetakkan ke himpunan bilangan {0, 1, … , |𝐸|} adalah 

injektif, dimana |𝐸| merupakan kardinalitas dari 𝐸. Jika himpunan {|𝑓(𝑢) −

𝑓(𝑣)|: 𝑢𝑣 ∈ 𝐸} = {1, 2, … , |𝐸|} maka fungsi 𝑓 disebut sebagai pelabelan graceful 

dari 𝐺(𝑉, 𝐸) dan graf  𝐺(𝑉, 𝐸) disebut sebagai graf graceful. Misalkan 𝑀 

merupakan suatu himpunan bagian sisi dari 𝐺(𝑉, 𝐸), sehingga setiap pasangan dari 

elemen 𝑀 tidak bertetangga di 𝐸(𝐺) disebut sebagai matching. Jika setiap titik 

didalam 𝐺 berkaitan dengan tepat satu elemen 𝑀, maka matching 𝑀 disebut sebagai 

perfect. Dalam hal ini graf 𝐺(𝑉, 𝐸) disebut dengan perfect matching (pencocokan 

sempurna). Jika graf graceful 𝐺 memiliki pelabelan graceful 𝑓 dengan perfect 

matching 𝑀 sedemikian sehingga untuk setiap 𝑢𝑣 ∈ 𝑀 berlaku 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) = |𝐸|. 

Dalam hal ini, graf 𝐺(𝑉, 𝐸) disebut sebagai graf dengan pelabelan graceful kuat ( I 

Nengah Suparta, 2021). 

Lebih lanjut, (Wang, Yang, Hsu, & Cheng, 2015) membahas beberapa 

konjektur terkait suatu graf pohon 𝑇 yang memiliki perfect matching 𝑀 merupakan 

graceful kuat jika 𝑇 mempunyai pelabelan graceful 𝑓 sehingga 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) = 𝑛 +

1 untuk setiap sisi 𝑢𝑣 dalam 𝑀 yang menjawab dugaan Boersma dan Hoede bahwa 

setiap graf pohon yang memiliki perfect matching merupakan graf graceful kuat. 

Penelitian yang dilakukan (Rofa, 1967) yang membuktikan bahwa setiap graf 

pohon yang memiliki perfect matching merupakan graceful kuat dan membahas 

beberapa graf permutasi graceful kuat. Beberapa kajiannya juga menjawab secara 

parsial konjektur bahwa graf pohon dengan pelabelan graceful kuat dari spik(T) 

merupakan graceful kuat. Penelitian yang dilakukan oleh I Nengah Suparta (2021) 
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mengenai graf cycle (𝐶𝑛) dan membuktikan beberapa teorema bahwa untuk graf 𝐶𝑛 

dengan 𝑛 ≥ 3 jika dan hanya jika 𝑛 ≡ 0 (mod 4) adalah graceful kuat dan 

membuktikan bahwa graf 𝐶𝑛 dengan titik ganjil tidak memiliki perfect matching 

sehingga dengan kata lain untuk 𝑛 yang tidak kongruen dengan 0 (mod 4) bukan 

merupakan graceful kuat. 

Berdasarkan hasil survey secara dinamis terkait pelabelan graf oleh Gallian 

yang mencakup tentang berbagai pelabelan yang ada di belahan dunia, maka 

ditemukan bahwa penelitian yang mengkaji pelabelan graceful kuat masih sangat 

sedikit dilakukan dan hanya membahas beberapa konjektur pada graf pohon. 

Penelitian ini kemudian diperluas untuk mencari pelabelan graceful kuat pada graf 

siklus dengan notasi graf 𝐶𝑛, bertumpu pada penelitian yang dilakukan oleh I 

Nengah Suparta (2021) yang membuktikan graceful kuat pada salah satu graf 𝐶𝑛 

untuk 𝑛 kongruen dengan 0 (mod 4). Sehingga, penelitian difokuskan untuk 

melakukan kajian pelabelan graceful kuat graf hasil kali comb pada graf siklus 𝑛 

titik dan graf lintasan 𝑚 titik yang belum pernah dikaji sebelumnya dengan 

membatasi graf yang dikaji dengan graf siklus, 𝐶𝑛 untuk 𝑛 ≥ 4, 𝑛 ∈ genap dan graf 

lintasan, 𝑃𝑚 untuk 1 ≤ 𝑚 ≤ 6. Graf siklus dengan notasi graf 𝐶𝑛 dengan pendant 

dari graf lintasan dengan notasi graf 𝑃𝑚 dihubungkan melalui operasi hasil kali 

comb disebut dengan graf hasil kali comb pada graf siklus 𝑛 titik dan graf lintasan 

𝑚 titik, 𝐶𝑛 ⊳ 𝑃𝑚. Sehingga secara lebih tepat, berdasarkan latar belakang yang 

dipaparkan, penulis merumuskan penelitian dengan judul “Pelabelan Graceful 

Kuat pada Graf Siklus comb Graf Lintasan, 𝑪𝒏 ⊳ 𝑷𝒎, 𝐮𝐧𝐭𝐮𝐤 𝟏 ≤ 𝒎 ≤ 𝟔” 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang diatas, adapun rumusan masalah yang akan 

dikaji pada penelitian ini adalah bagaimana memberikan pelabelan graceful kuat 

pada graf siklus comb graf lintasan, 𝐶𝑛 ⊳ 𝑃𝑚, untuk 1 ≤ 𝑚 ≤ 6 dengan 𝑛 ≥ 4, 𝑛 ∈

genap? 

1.3 Tujuan Penulisan 

Berdasarkan latar belakang dan mengacu pada rumusan masalah yang diajukan 

pada penelitian ini memiliki tujuan menentukan dan menjawab bagaimana 

pelabelan graceful kuat pada graf siklus comb graf lintasan, 𝐶𝑛 ⊳ 𝑃𝑚, untuk 1 ≤

𝑚 ≤ 6 dengan 𝑛 ≥ 4, 𝑛 ∈ genap. 

1.4 Manfaat Penulisan 

Hasil dari penelitian ini diharapkan mampu memberikan manfaat bagi ilmu 

pengetahuan khususnya dibidang matematika baik manfaat secara teoritis maupun 

manfaat praktis. Adapun manfaat secara teoritis dan praktis sebagai berikut.  

1.4.1 Manfaat Teoritis 

Adapun manfaat teoritis yang diharapkan penulis dalam melakukan 

penelitian ini adalah mampu menambah wawasan serta pengetahuan dalam 

bidang matematika tentang pelabelan graf graceful kuat serta memberikan 

sumbangsih pemikiran pada bidang matematika utamanya dalam teori graf 

tentang pelabelan graf graceful pada graf siklus comb graf lintasan, 𝐶𝑛 ⊳

𝑃𝑚, untuk 1 ≤ 𝑚 ≤ 6 dengan 𝑛 ≥ 4, 𝑛 ∈ genap. 
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1.4.2 Manfaat Praktis 

1. Bagi Peneliti 

Meningkatkan pemahaman dan pengetahuan terkait pelabelan graf 

khususnya pelabelan graf graceful pada graf siklus comb graf lintasan, 

𝐶𝑛 ⊳ 𝑃𝑚, dan mendapatkan pengalaman dalam melaksanakan penelitian 

serta menyusun karya ilmiah, serta dapat mengaplikasikan secara nyata 

ilmu matematika yang sudah dipelajari. 

2. Bagi Pembaca 

Menambah wawasan dan menjadikan referensi bagi pembaca mengenai 

pelabelan graf khususnya pelabelan graf graceful kuat pada graf siklus 

comb graf lintasan, 𝐶𝑛 ⊳ 𝑃𝑚, sehingga mampu dijadikan acuan dalam 

melakukan penelitian yang serupa selanjutnya. 

3. Bagi Jurusan Matematika 

Luaran dari penelitian mampu dijadikan sebagai bahan bacaan yang 

dapat digunakan untuk menambah referensi pembelajaran pada bidang 

teori graf serta sebagai referensi dalam pengembangan ilmu matematika 

khususnya mahasiswa undiksha jurusan matematika yang memiliki 

minat dalam pembahasan ini. 

 

 

 

 

 

 

 


