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LAMPIRAN

Lampiran A. Bilangan Bulat Eisenstein

Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolehnya elemen satuan pada
bilangan bulat Eisenstein. Bermula dengan menggunakan persamaan matematika

yang dipaparkan oleh Gauss mengenai bidang Aljabar, yaitu

n

2mim
ro1= [ (e ),

m=1

dengan n = 3, maka

x3-1=0G?+x+D(x-1).

Sehingga dari sini didapatkan suatu persamaan untuk x?2, yaitu

x3—-1=0

xX2+x+1Dx-1)=0
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x?=—-x—1. (A1)

Dari pers. (A.1), maka didapatkan

w?=-w-—1,

dengan definisi fungsi norm dan proposisi elemen a bilangan bulat Eisenstein

(Z[w]) merupakan unit jika dan hanya jika N(a) = 1, yang mana

N(a) = aa” =1,

(a+bw)(a+ bw*) =1,

2mi

dengan w = e s, maka didapatkan

a’?—ab+b*>=1,

sehingga didapatkan suatu relasi, yaitu

a’ + b? =1+ ab, (A.2)

dengan pernyataan,

Zlw] = {a + bwl|a, b € Z}. (A.3)

Pada pers. (A.2), jika a =1 dan b = 0, maka memenuhi pada pernyataan

(A.3), yaitu

1+0=1+0,

jikaa = —1,dan b = 0, maka

1+0=1+0,
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jikaa =1, dan b = 1, maka didapatkan

1+1=1+1,

jikaa = —1,dan b = —1, didapatkan bahwa

1+1=1+1,

jikaa = 0,dan b = 1, maka

0+1=1+0,

dan jika a = 0,dan b = —1, maka

0+1=1+0.

Dari pernyataan-pernyataan ini membentuk sebuah grup siklik dan didapatkan

sebuah pola Kisi seperti yang ditampilkan pada Gambar A, yaitu

elemen satuan
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Gambar. A Elemen satuan (unit) pada bilangan bulat Eisenstein yang dilingkari
dengan lingkaran berwarna biru (Sumber : Parker, dkk, 2016).

Lampiran B. Bilangan Triangulasi Virus

Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolehnya persamaan bilangan
triangulasi virus. Untuk kalkulasi bilangan triangulasi pada virus dengan

menggunakan bilangan bulat Eisenstein, yaitu

2TC
w=e3
i 27‘[+_ . 2m
w = COS 3 L SIn 3
1 1 (B.1)
w = —E + lz\/g,
kemudian dengan koordinat w + 1 = u, maka didapatkan
1 .1 st (B.2)
u —§+l§\/§ danu —E—LE\E.

Menyelesaikan perkalian antara persamaan a dan a*, yaitu

aa* = (a+ub)(a+u*b) = a’?+ ab(u* + u) + uu*b?

aa* = a®+ ab + b?,

sehingga didapatkan suatu persamaan untuk menentukan bilangan triangulasi

kapsid virus, yaitu
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T = a? + ab + b>.

Lampiran C. Plane Strain

Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolehnya persamaan dan solusi

persamaan regangan bidang. Komponen keterkaitan antara strain-displacement,

yaitu
= ou
T Ox
A v
e, = By

1/0u OJv
w =33+ 5)
€; = €xz = €y; = 0.
Hukum Hooke untuk kasus isotropik, komponen tegangannya yaitu,
or = Mex + e,) + 2ue,
oy = A(ex + ey) + 2ue,
o, = Aex +e,) =v(oy + 0y)
Tyxy = 2Ue€xy

Txz = Tyz; =0,
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dan untuk persamaan strain dalam stress yaitu,
ox 0, =21+ p)(ex + ey)
0y — 0y = 2u(ex — ey),
dengan mengeleminasikan variabel e, , maka didapatkan bahwa

e, = (Gx + Gy) (Gx - Gy)
Y20+ 2u

3 (ox + ay) (0x — Uy)

e, = )
Y40+ 4u
E Ev
dengan u= m , dan A = m

Sehingga didapatkan suatu persamaan strain dalam stress untuk komponen

x,y dan xy, yaitu

ey = a Z 9 [(1 —v)o, — vay]
ey = & -iE- Y) [(1=v)a, —voy]
yERE
exy = ( E Z [Txy]'

dengan menggunakan relasi Saint-Venant,

0%e, N d%e, _ 0%eyy
0y? = 0x? oxdy’

kemudian dengan mensubstitusikan persamaan strain untuk komponen x,y dan

xy ke dalam relasi Saint-Venant, maka didapatkan
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d%0, 0%0, 0%0, 0%, 02T,y
(1_1/)[6312 + a:@l‘”(ayz * 0x2>_ 2 0x0y’

dengan

d0%c, 0%, 0%, 0%
_ 2 — _ X y X y
(1-v)V (ax + ay) 1-v) <ax2 + 3y7 + 3y + 6x2>

d%0, 0%, " d%g, 0%0,
(1_V)[6y2 + ale =(1-v)V (GX-HTy)_(l_V)(W-l— 6y2>

02T,y 620x+ d%a,

— )2 —
(1-v)V (0x+ay) 2 3y + T2 By

Dari persamaan kesetimbangan, yaitu

00, 0Ty

A 7 i £
ox  0dy gt St
W\ g i O

L ) Tt

dan
0Ty, 0doy,
AT BTSSP,
ox  dy T
0°ty, 0%0,  0F,

dxdy + dy?  dy

02T,y N d%o, N d%a, __0F 0F,
oxdy  09x% = 0dy? ox dy’

yang pada akhirnya persamaan kompatibilitas untuk kasus plane strain, yaitu

OF, OF,

(1-=vV%(oy+0,) = _<E_W>
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1 0F. OF,
V(o + o) = ‘m(ﬁ*a_yy)'

Lampiran D. Plane Stress

Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolehnya persamaan dan solusi
persamaan tegangan bidang. Pelat elastis tipis mempresentasikan kondisi tegangan
bidang (plane stress). Untuk menentukan persamaan kompatibilitas tegangan
bidang, langkah pertama adalah dengan menggunakan persamaan tegangan bidang

yang telah disederhanakan yang komponen regangannya adalah

1
ex =% (ax S vay)

1
s (Uy 3 Vax)

v v
e, = —E(0x+0y) =-1(exte)
clost-l
exy = " Txy
€xz = €y; =0,
dengan menggunakan relasi Saint-Venant,
d%e, 0%, 0%eyy

32 oxz _ “oxdy’

kemudian dengan mensubstitusikan variabel strain yang telah didapatkan ke

persamaan relasi Saint-Venant, didapatkan
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dan dengan persamaan kesetimbangan , yaitu

0%ty, 0%0, 0?0,  OF, O0F,

2 = R Y
0x0y M 0x?2 i dy? ox Jy’

maka didapatkan persamaan kompatibilitas untuk kasus tegangan bidang, yaitu

dF, 0F,

1
VZ(o, +0y) = TE

1+v)

0F, 0K
2 = /4 g =Y
VZ(o, +0y) = (1+v)<ax+ay>.

Persamaan kompatibilitas untuk kasus plane strain dan plane stress, yaitu

, 1 (0F, 9F, _
V%(o, +0,) = S =T + ) (kasus plane strain)

0E, OF,
VZ(o, +0y) =—(1+v) <6_; + a—;) ... (kasus plane stress).

Dengan mengasumsikan body force merupakan sebuah turunan dari fungsi

potensial V/, yaitu
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dan dari persamaan kesetimbangan,

00, 0Ty
x Ty PO
dengan mensubstitusikan F, = —Z—Z ke persamaan kesetimbangan, maka
didapatkan
d 0Tyy
a(O’x—V)-F ay =0
d 0Ty _ 0%y
&wx oeNI dy  0xdy

OTxy, 00y,

ax Ty T
d 0Tyy
3 &=V =—;

a 0%y 3¢
~(oy-N) =5 -t
dy dx? 0x?0dy

Sehingga dari kalkulasi ini didapatkan suatu persamaan stress pada komponen

x,y dan xy, yaitu

2
)
O'y_ﬁ-i‘v
0%¢
O'x_a—yz-i‘v
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9%
Fay 0x0y’

Pada persamaan kompatibilitas untuk kasus plane strain, yaitu

1 JE, (?F
V2(0x+ay)— (1—v)< + )

dan kemudian dengan mensubstitusikan persamaan o, dan a,,, maka didapatkan

ot L9t ot\ . (-2 (9 0%
ox* 0x20y2  ody* ¢= (1—v) \9x2  ay2)

sehingga didapatkan suatu persamaan, yaitu

(1—2v)
L %

dan dengan menggunakan cara yang sama untuk kasus plane stress, didapatkan

bahwa

ay

ot I a4 Al )av+av
axt T P Ty TP N 4 9y?

VZ(oy +0y) =—(1+v) <—F + ai)

Vip = —(1 — v)V2V.

Persamaan kompatibilitas plane strain dan plane stress untuk kasus relasi dengan

airy stress function, yaitu

(1 - 2v) _,
a-v
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Vip = —(1—v)V2V.

Jika tidak adanya body force atau dengan kata lain body force sama dengan nol

maka,

Vi = 0.

Lampiran E. Fungsi Tegangan Airy (Airy Stress Function)

Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolehnya persamaan dan solusi
persamaan fungsi tegangan Airy. Fungsi tegangan Airy untuk kasus polar terdiri

dari f(r) dan g(@) yang dituliskan sebagai
¢(r,0) = f(r)g(6),
solusi biharmonik fungsi tegangan Airy adalah

V4p = 0,

4 - 02 10 1 9% K 10 1 9%
Vi =V*Vepp = | =—+ + W-I- + ¢ =0.

or2 " rar  r2062 ror  r2ag?

Permasalahan umum mengenai koordinat polar dalam teori elastisitas adalah

lempengan dengan lubang ditengahnya yang ditunjukkan pada Gambar E.



154

Gambar E. Lempengan dengan lubang ditengah (Sumber : Barber, 1992).

Tegangan dan perpindahan harus bernilai tunggal dan kontinu, karenanya
tegangan dan perpindahan merupakan fungsi periodik 6. Maka dari itu dengan
menggunakan fungsi g (@) sebagai deret Fourier yang merupakan fungsi periodik,

sehingga fungsi g(8) dapat dinyatakan sebagai

g6 = Z pn cos(nf) + Z qn sin(nh),
n=0 n=0

solusi untuk ¢(r,8) = f(r) cos(nB), dan di double diferensialkan terhadap 6

menjadi
%¢(r,0)
ez~ M®
N 92p(r,6) 2 : -
Dengan mensubstitusikan 5z = N ¢ terhadap persamaan biharmonik, di

dapatkan
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or? r or r2

92 190 1 92 6¢)(r0) 10¢(r,0) n’¢\ _
<8r2+r6 +r_2692>< - >_0

0* 2 0% (1+2n?) 0?2 N (1+2n*) 0 n*(4-n?\ 0
or4 + r or3 r2 or? r3 or r4 ¢$=0.

Mensbstitusikan ¢ (r,8) = f(r) cos(n®), didapatkan suatu persamaan, yaitu

d* : d®  (1+2n?) d? La+ 2n?) d (E.1)
dr*  r dr3 T2 dr? r3 dr

_M>f=o

r4

dengan r = et, didapatkan

gt q de =
dt it dr r
2l _f BN ﬁ @y a5 &°f
mengubah pernyataan - dan dalam bentuk Tit 303 3oz dan
af .
” sehingga,
af _dfdr
dt  drdt
df df (E.2)
dr dt

d*f
, kemudian mencari pernyataan 2 yaitu
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w0 ar) = (a)

2f+df d(df)dt
dr2 dr dt\dt/dr

d2f+df (df) d2f+df d2f
_)
"arz T ar  dt\de Pt T ae

sehingga

a’f _d*f df (E.3)

e Rl P

dan hasilr f danr 4, yaitu sebagai berikut

B8 54 Sdzf de (E.4)
R~ il > 772k o

dan

GO i _ad’f a*f  df (E.5)
4 =5 = ey
R ey (e e e

Subtitusikan pers. (E.2), (E.3), (E.4), dan (E.5) pada pers. (E.1), didapatkan

d4f 3f 5 Zf
W—‘LF-F(‘I- 2n )

4

+42
dt

—n?2(4-n?f=0.

kemudian dengan m = %, sehingga didapatkan suatu persamaan karakteristik,

yaitu
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m*—4m3 + (4 - 2n*)m? + 4n’>m —n?(4—-n?) =0
(m? —n?)((m - 2)* —n?) =0,
dengan demikian, akar persamaan karakteristik dapat ditulis sebagai,
m=4n,danm=2+n.

Sehingga solusi f(t), yaitu

f(t) — Anle(n+2)t +Anze(—n+2)t +An3ent +An4€_nt
substitusikan r = e® didapatkan

", RN 7. R

dengan demikian Solusi umum untuk n > 2, yaitu

¢(r,0) = Z(An17‘n+2 + Apor T2 4+ Apat™ + Apar™™) cos né.
n=2

Kemudian mencari persamaan umum untuk kasus n =0, jika n =0, maka
m = 0,0,2,2, karenanya solusi untuk persamaan diferensialnya, yaitu p; % +
p,r2, kemudian dengan menggunakan teknik yang sama, maka solusi independen

dari kasus ini, yaitu
r™ cos(n@), dan 2™ cos(nh),

solusi independen ini kemudian dideferensialkan terhadap n, yaitu

[i (r™ cos(n@)) =Inr,
dn

n=0
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dengan
y=r"
Iny =Inr"
Iny=nlnr
i(lny) =Inr
dn
Z—i;—y(lny) =Inr
dy
%zylnr
%(r”) =7r"Inr,
dan untuk,

d
[% (r™**? cos(no)) = r3ilie

n=0
sehingga didapatkan,
¢(r,0) = pir° + por? + psInr + pyr?Inr,
dengan p merupakan sebuah konstanta.

Kemudia lanjut untuk n=1, jika n=1, maka m=-1,1,13 , untuk

penyelesaiannya sama caranya dengan cara sebelumnya, maka

S cos(n6)] = rinr cos(6) - 78 sin(®)
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d
[d_ (r ™2 cos(no)) = —rlnrcosf — rfsiné,
n n=1

sehingga solusi umum untuk n = 1, yaitu

¢(r,0) = 'Or—5c059 + pgr cos 0 + p,73 cos O + pgrinrcos O + pgrfsin g,

dengan mengikuti cara yang sama untuk kasus sin nf didapatkan
¢(r,0) = z (Bp17™?2 + Bypr T2 + Boar™ + Bpur ™) sinnd .
n=2

Ketika n = 0, maka m = 0,0,2,2, sehingga solusi persamaan diferensial-nya yaitu
or®+or?, dan ketika n=1, maka m = —1,1,1,3, sama halnya dengan
permasalahan sebelumnya untuk menyelesaikan kasus ini, sehingga untuk solusi

n = 0, didapatkan
¢(r,60) = 04 5in(0) + 0,7%sin(0) + 036 + 04726 = 036 + 04776,

dan solusi n = 1, yaitu
¢(r,0) = %sin@ + 0e7 Sinf + g,73sin 6 + gg rInrsin O + pyré cos 6.

Akhirnya solusi umum Michell untuk persamaan biharmonik yaitu,



160
¢ = A011”2 + Aozrz lnr + A03 lnT' + A04_0
3 A14- .
+ (A +Aprinr + - cos 0 + A;3r0sin 6

B
+ (Bllr3 + Bi,rinr + %) sin @ + By310 cos 0

(00
+ z (A ™2 4+ Apor ™2 + Ar™ + Apyr™™) cosn
n=2

+ z (Bpa7™*2 + Bt ™2 + Bar™ + B, r ™) sinné .
n=2

Lampiran F. Tekanan dalam kasus kulit bola.

Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolehnya persamaan tekanan dalam
kasus kulit bola. Pada balon, seperti yang ditunjukkan pada Gambar F, terdapat
suatu tekanan internal pada balon. Untuk mendapatkan persamaan mngenai
keterkaitan antara tekanan internal dan tensor tegangan komponen lateral pada

balon, langkah pertama ialah dengan menggunakan hukum 1 Newton , yaitu

XF =0
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(b)

Gambar F. (a) Balon (b) skematis tekanan internal dan tegangan lateral pada balon
(Gambar dibuat dengan menggunakan program ABAQUS).

dengan,

XF=0

TR%p — 2nRhoy = 0
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PR (F.1)

Untuk kasus kulit yang dipengaruhi suatu tekanan eksternal sama halnya dengan
kasus balon akan tetapi dengan adanya suatu pengaruh yaitu aksi dari tekanan
eksternal, sehingga menghasilkan suatu reaksi yaitu tegangan lateral pada kulit,
sehingga persamaan untuk kasus ini sama dengan kasus balon dengan tensor
tegangan komponen lateral, yaitu

PR

or = _ﬁ,

dengan tanda negatif yang hanya mengindikasikan bahwa kulit terkompres. Untuk

persamaan tekanan dalam persamaan tensor tegangan komponen 6 dan ¢, yaitu
h h
p=y (207) = E(Uee + 040)

h
p = E (0'99 + O'¢¢)

Lampiran G. Kalkulasi Tekanan Tensor.
Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolehnya persamaan dan solusi

persamaan tekanan tensor. Fungsi partisi pada kapsid dan lipid pada virus,yaitu

1 —Bu(ry)
Q(N, v, T) = W dT'1 dT'2 drNe v,
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dengan 8 = ﬁ
B

Kemudian dengan menggunakan pernyataan tekanan pada termodinamika,yaitu

» == (g7) = a7 (7me)

al 1. 1 090
vl =g5
dengan
Fi_REl

sehingga fungsi partisinya menjadi,

Q(N,V,T) = A3NN'fdt1fdt2fdt g R0

R3N Kkarena tiga merupakan derajat kebebasan pada bola, yang mana jangkauan
komponen pada -1, dan 1, sama halnya pada permasalahan kubus 3 derajat

kebebasan dengan jangkauan atau panjang komponen antara 0, dan 1.

Tahap selanjutnya melakukan diferensial fungsi partisi terhadap radius

cangkang, yaitu

dQ 3NR3N-1 1
90 _ — dtlfdtzfdt e~ PuRE)

dR AN
3N 1
fdtlfdtzfdt,vﬁ—e‘ﬁu(”)

Q0 3NQ au

aR-r Par
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dengan mengaitkan radius cangkang dengan volume cangkang didapatkan suatu

pernyataan, yaitu

o 11480 1 1 <3NQ 6u>
v "C = 0arRZoR T QR R R
3N B odu

~ 4nR3  4mR2OR

aan N ﬁR(@u)
oV~ v 3V \oR

dengan u(ry) = %Zi,j V(rij)

du _ 1 aV(Tl]) arij
oR 2\Z4s or; OR |’

aan N ﬁR 1 OV(rU) 8rij

v v 3v|2\4L an; oR
LJ

NksT 1| 1 oV (1) ory

% 3 ﬁ E — arij OR ’
LJ

persamaan ini disebut sebagai persamaan virial untuk tekanan, dan tentunya untuk

mencari persamaan &y dapat mengaitkan dengan teorema virial.
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Lampiran H. Teorema Virial

Pada lampiran ini dibahas mengenai teorema virial. Misalkan terdapat
sebuah sistem partikel dalam gerak stasioner, maksud gerak stasioner yaitu
partikel dibuat untuk bergerak dalam wilayah terbatas pada sebuah ruang dan
kecepatannya hanya berubah dengan batasan tertentu tanpa arah tertentu

(Clausius, 2003). Dengan F,,F, dan F, merupakan komponen gaya yang

bertindak pada partikel pada posisi x,y danz dalam ruang dan bentuk

persamaannya adalah

(H.1)

nilai rata-rata dari kuantitas pers. (H.1) disebut sebagai virial dari sistem,
kemudian energi Kkinetik rata-rata dari sistem sama dengan virial sistem. Tinjau

sebuah sistem dari N partikel dengan massa m; , vektor posisi 7;, vektor

] L
kecepatan v; dan momentum p; = m;v; yang ditunjukkan seperti pada Gambar

H.1.
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m v,
-
(Y2 ® °
...
‘® ® ®
I . ]
r. s
2 m N
RN
r N v N

Gambar H.1. Sistem N-partikel.

Untuk momen inersia total dari sistem adalah

-2 -~ - H.2
1=ijlrjl =Zmﬂ"j'r]-, H2)
Jj J

turunan momen inersia terhadap waktu disebut sebagai virial, yang dinyatakan

dengan,

1dI .
ST

kemudian dengan melakukan turunan terhadap waktu pada persamaan virial,

dt i dt ,
] ]

dG L I
E:ZFJ"TJ"" ij'vj

J J
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dc - (H.3)
E=2F}-'T}-+2T,
j

dengan

—~'). (H.4)

\.M
g
N1

Il

\..M
i)
Ry
—~
!’

[

Pada pers. (H.4) 17"1 merupakan gaya yang bertindak pada partikel j dan ﬁij
merupakan gaya interatom antara partikel i dan partikel j. Pernyataan sigma i
merupakan jumlah seluruh partikel i, kecuali partikel i = j, dan pernyataan sigma
i dan j menyatakan jumlah seluruh kombinasi dua pertikel i dan j , kecuali i = j.
Sehingga dari kedua pernyataan tersebut dapat dilihat sebagai sebuah matriks
N x N dengan jumlah seluruh elemen ij dalam matriks, kecuali diagonal elemen
jj atau ii. Cara membuktikan pers. (H.4) adalah dengan membagi penjumlahan

menjadi dua bagian dengan diagonal seperti yang ditunjukkan Gambar H.2, yaitu
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Gambar H.2. Visualisasi matriks penjumlahan.

Sehingga pers. (H.4) menjadi

2

"PJL

T = Z Z Fjj - 7; (untuk bagian B) + Z Z Fjj - 7j(untuk bagian A), (H.5)

j i< joi>j

dengan menggunakan hukum 3 Newton (Symon, 1960),

Zzﬁw"?=—ZZEi-ﬁ. (H.6)

j o> o>y

substitusikan pers. (H.6) ke pers. (H.5), sehingan didapatkan



169

o 2 e 5 s H.7
ZJ'TJ':Z l-,--rj—z Fji-1j. (H.7)
: — £ ey

Tinjau pers. (H.7) pada bagian kedua, yaitu

»YEE Y

i>j
=ﬁ12'F1+ﬁ13'F1+ﬁ14'F1+ﬁ15'F1+"'+ﬁ1N'F1+ﬁ23'F2+ﬁ24'F2+ﬁ25
'FZ+"'+ﬁ2N'Fz+ﬁ34'F3+"'+ﬁ3N'F3+"‘+ﬁN_1N'FN_1

:Flz'Fl+(F13'F1+F23'Fz)+(F14_'F1+F24_'F2+F34_'F3)+"‘

+ (FlN : F1 + Fon 'Fz + Fy - F3 +F+Fy_in- FN—l)

> n=y S

=1 t>1 Jj=1 j>i

sehingga didapatkan, bahwa

ZZF SiS ZZF” = ZZFU T

i>j j oj>i j i<y

YT b= L
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Kemudian mengkalkulasikan waktu rata-rata dari setiap Kkuantitas sepanjang

waktu T dan waktu rata-rata dari kuantitas G, yaitu

<dG> 1 (7dG 1 jG@ =G(T)—G(O).
T), dt T

— dG
dt 6(0) T

Untuk kondisi seimbang (the equilibrium condition) <Z—i> = 0, dengan waktu rata-

rata diasumsikan dengan limit ¢ — oo, maka
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Teorema yang dinyatakan Clausius merupakan suatu teorema yang menyatakan
bahwa dalam gerak stasioner energi kinetik rata-rata dari sistem sama dengan rata-
rata virial. Gerakan tata surya memenuhi kondisi ini dan begitu pula dengan gerak
molekul gas yang berada dalam sebuah wadah atau kontainer (Maxwell 1874).
Energi kinetik partikel yaitu setengah hasil kali massa dan kecepatan kuadrat, dan
energi Kinetik sistem merupakan jumlah energi Kinetik dari bagian tersebut.
Ketika adanya sebuah tarikan atau tolakan diantara dua partikel, setengah hasil
kali tegangan tersebut terhadap jarak antara dua partikel disebut sebagai tegangan
virial. Tegangan virial dihitung positif ketika tegangan merupakan sebuah tarikan,
dan negatif ketika merupakan sebuah tolakan. Sistem virial merupakan jumlah
dari tegangan virial yang ada dalam sistem. Jika sistem disubjekkan terhadap
tegangan eksternal dari tekanan sisi wadah (kontainer) yang mana sistem berada,
banyaknya virial karena tegangan eksternal tersebut ialah sepertiga hasil kali
tekanan terhadap volume wadah, dan virial karena tegangan eksternal mesti

ditambahkan dengan pernyataan tersebut (Maxwell, 1874).

Untuk mencari keterkaitan antara tekanan dan energi kinetik rata-rata pada
persamaan virial yaitu dengan meninjau sebuah partikel menumbuk sebuah

permukaan. Komponen normal perubahan momentum partikel, yaitu

mv cos @ — (—mv cos6) = 2mv cos 9, (H.10)
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untuk skematisnya ditunjukkan pada Gambar H.3.
dA

Gambar H.3. Perubahan momentum dari sebuah molekul yang menghantam
elemen permukann dA (gambar dibuat dengan menggunakan Microsoft Office
Word).

Perubahan momentum dP didapatkan dari partikel dengan kelajuan v sampai

v + dv yang melaju terhadap sebuah permukaan dA dalam waktu dt, yaitu

dP = f 2muv cos @ dN. (H.11)

Untuk menentukan dN anggap sebuah silinder miring dengan ketinggian vdt
pada sudut 6 yang diukur sesuai dengan area dasar normal dA seperti yang
ditunjukkan pada Gambar H.4, yang mana dengan tujuan menentukan suatu
persamaan dari dN yang menyatakan banyaknya partikel yang menghantam area

dA dalam waktu dt.
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o _.-“f - -
)/ i —-"—:_ /
¥ da L7 i .

Gambar H.4. Geometri silinder miring digunakan untuk mengkalkulasikan
banyaknya molekul yang menghantam area dA pada waktu dt (Sumber : Carter,
A, 2001).

Banyaknya partikel dengan kelajuan v sampai v + dv dalam silinder miring

adalah

(nf (v)dv)(v cos 6 dA dt), (H.12)
dengan volume silinder ialah vcos8 dA dt. Kecepatan setiap partikel di
tunjukkan dengan vektor dan semua vektor kecepatan bergerak parallel terhadap

asal yang sama, seperti yang ditunjukkan pada Gambar H.5.
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/(/

(a) (b)

dv

Gambar H.5 (a) Kecepatan molekul berorientasi secara acak, dan (b) vektor yang
sama mengacu pada asal yang sama (Sumber : Carter, A, 2001).

Asumsikan lima keadaan pada Gambar H.5 yang disebut sebagai the head end
terdistribusi secara homogen dalam kulit bola dengan radius v dan ketebalan dv
seperti yang ditunjukkan pada Gambar H.5 bagian (b), dengan elemen area

permukaan bola, yaitu

da = v?sin 0 df d¢, (H.13)

dengan
fda = 41 v?,

sehingga fraksi dari jumlah total partikel dengan distribusi angular 6 sampai

6 + df dan ¢ sampai ¢ + d¢, yaitu

da  sin6db d¢
[da ar
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banyaknya molekul dalam silinder miring pada waktu t bergerak dengan kelajuan
v sampai v + dv terhadap dA, yaitu

sin 6 d6 d¢ (H.14)

dN = nvf(v)dvcosf dA dt
41

sehingga persamaan dN vyang telah didapatkan, disubstitusikan terhadap

persamaan perubahan momentum, yaitu

sin@ d@ d¢
dP=fff2mvcosH nv f(v)dv cos 6 dA dt ———

T

v? f(v)dv f7

B nm dA dt j‘°°
0 0

21
1
. sin @ cos? 0 d@ fo dp = §nm(v2) dA dt.

Dari hukum 2 Newton, dan dengan definisi mengenai tekanan, didapatkan bahwa

aP o
7 I 2
B i s

M a7
P=3y

g Ay (H.15)

dengan N = 1untuk 1 partikel, sehingga persamaan clausius mengenai virial

mesti ditambahkan dengan persamaan %pV, sehingga didapatkan

=3 {2 G=)|+(G#)
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(H.16)

dan untuk persamaan tegangan, yaitu

1 )
o= 2m) + ZFU
LJ

Persamaan keterkaitan antara gaya dan energi potensial adalah

ou(ry) _ 1 aV(rU)

If 7
arij Iy T 2 (31‘ Y

Fij = —Vu(r) = -

untuk energi potensial total dinyatakan sebagai jumlah dari interaksi 2 partikel,

yaitu
1
u(r) =5 ) V),
Lj

dan dengan

~_n_(G-7)
- )

sehingga,
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Z By (7—7) = _% > oV (ri;) <(Fj - Fi)) (7 = 7).

ory; T
i,j i,j Y Y

dengan

. NkT 111 OV(rU) |T) - T'i|2
p_T_W E aT'ij rij
LJj

dan

NkT 1] 1 aV () or;
p=—7p “or. OR

|% W 2 - arij OR ’

sehingga disini didapatkan untuk pernyataan,

2 — A L
oy _|n-nl" @)@ ep) (H.17)

OR rij rl'j

Lampiran I. Tekanan dalam variasi kontainer pada sistem setimbang

Pada lamppiran ini dibahas mengenai persamaan tekanan dalam variasi
kontainer pada sistem setimbang, yaitu mengaitkan virial dengan tekanan
eksternal pada sistem setimbang dengan permukaan elemen (AS) dan gaya yang
diberikan pada permukaan elemen (X;casF;’). Tekanan eksternal (p€) pada

elemen permukaan ialah,
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peAS = z FS=— Z@.m (1.1)

iEAS iEAS

dan virial eksternal dinyatakan sebagai
- - (1.2)
D Fs i) = <f- > F5>,

karena permukaan elemen kecil, vektor 7; yang esensial terhadap semua partikel
yang berinteraksi pada AS, dapat diganti dengan vektor 7 terhadap elemen
tersebut, dan perlakuan yang sama pula serupa dengan 7, =7, dengan

merupakan unit normal lokal pada permukaan (AS), dengan

FZﬁlS:_FﬁZFlsz_peFAs:, (I3)

iEAS iEAS

dengan AS = ASA. Untuk integrasi pada seluruh permukaan adalah

—fpef'dg = Z(ﬁis o577 (14)

iEAS

dengan menggunkana teorema Gauss, yaitu

%pef -dS = fV - (pr)d3r = 3p°V, (1:5)
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tekanan bersifat homogen, karenanya

v = 3455

iEAS

P =—o- (ﬁis “Ty). (19

Untuk cuboidal confinement dengan unit normal lokal 7 = X + ¥ + Z, dan untuk

model ditunjukkan pada Gambar 1.1, yaitu

(@)
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A
L2
SII
n
—
r
> X
-L/2 0 L/2
Sii Sy
SIV
-Ly/2
(b)

Gambar 1.1. (a) cuboidal confinement (Gambar dibuat dengan menggunakan
program ABAQUS), (b) luas penampang cuboidal confinement (Sumber :

Winkler, dkk, 2015).

dengan

Ly
21

A~

DN =

dan dengan 7 = %" 7, maka tekanan pada permukaan | yang ditunjukkan pada

Gambar 1.1 adalah
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dengan tensor tegangan pada cubodial confinement, yaitu

(1.7)

1C1dV(r) 1,0 2 .. N2 . .2
Ototal :_Viiji dTi;] ;j((rij.x) +(rij-y) +(T'ij'Z) )

Untuk spherical confinement dengan lokal normal A = # + 8 + ¢, dengan radius
permukaan bola yaitu R dengan kerangka acuan terletak pada pusat permukaan

bola seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1.2.

Y

A

z X

Gambar 1.2. Spherical confinement (Gambar dibuat dengan menggunakan

program ABAQUS).

Menentukan tekanan pada kasus spherical confinement sama halnya dengan
mencari tekanan pada kubus, akan tetapi yang membedakan ialah lokal normal (#7)

yang dimiliki masing-masing wadah, yaitu
untuk kubus dengan i =X+ 9 + 2
untuk silinder dengan A = # + ¢ + 2

untuk bola dengan i = # + ¢ + 6.



182

Kemudian berdasar pada persamaan tekanan (15),

pES — Z Fis

IEAS

1 1 — (1.8)
pezngiS:_E (Es.n>’

iEAS iEAS

dengan S = 4mR? dan untuk setiap partikel pada permukaan dengan 7 = R,

karenanya

1 =N (1.9)
pe=_ﬁ. (Es.r),
iEAS
dengan tensor tegangan untuk setiap komponen pada kontainer bola, yaitu
oo =3 K
=g )R
i
I 1dV(ny) 1 — 5 (1.10)
%4 ~ 2 dry 1y

dengan i = 7 + ¢ + 6, maka

(o 7) = rl = Gy #)" + (7 8)" + (5 8)°,
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sehingga didapatkan,

1o 1av(n) 1 (1.12)

2
Ototal = V.22 dry; 1 (( ij T) +(TU 9) +(T'l} ))

l-'#]

Untuk tensor tegangan cylindrical confinement dengan unit normal lokal i = # +

~

¢ + 2, yaitu

1av(n) 1 (1.12)

2
Ototal = TV Zi2 dry; 1 (( Tij T‘) +(l] Z) +(TU ))

i#j

Lampiran J. Tensor tegangan 2D dan 3D

Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolehnya persamaan tensor
tegangan dua dimensi dan tiga dimensi. Kalkulasi turunan pada jarak antar
partikel terhadap radius permukaan bola R adalah

2
ari}' _ llr} = 7Al'l l ( 9] e(l)(rlj eﬁ) (J'l)
OR R rij

m

rij

sehingga didapatkan

\ \ )2
(Mot [150v(r) () (- &) 02
PR\ V7 3VkT | 2 Lo T ’

dan dengan tensor tegangan, yaitu

o NkT 11 av(ry) (- é0) (i - &)

O-CKB = |74 _V 2 T drij rij
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Sehingga komponen tensor tegangan pada koordinat permukaan bola, yaitu

3D _ NkBT _ l l dV(T'U) (rij : ég)z

%00 = % V2 — drij rij
L]
N2
y30 _ NksT 171 av(r) (rij - &)
b |74 V2 — drij rij
L]
N2
O'3D _ NkBT _ l l dV(T'U) (rij ' er)
rr %4 V\2 drij rl'j ’

Lj

dan jumlah dari ketiga komponen adalah

%4 vV

3D 3D 3D _
g, + o, + o =
66 [0X0) rr 2 o1 T
5 ij ij

3NksT 1 <1 v ) (- 2)" + (1 - 89)" + (1 'ér)2)>

NigT 1 <1 v (r)) ((ri,--ée)2+(m'é¢)2+(nj-ér)2)>}

3D 3D 3D _ S || g
%60 + g + Orr 3{ v 3v|2 L ar, T
L]
3D 3D B DTS
Ogg + 0¢>¢ t o = 3P'
maka didapatkan suatu relasi yaitu
_1( 3D+ 3D+ 3D)
p= 3 Ogg T Op¢ T Orr )
secara umum persamaan tensor tegangan virial adalah

Lo dV (i) (ryy - 8a) (1) 85)

ap — 2 T dT'ij rij

)

dan komponen lateral pada permukaan bola, yaitu
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5 )2 J.3
s _ 3 1N dV(y) (1 ¢) (03)
68 47TR32 — drij rij
L]
dan
5 )2 J.4
a3 1N av(ny) (ry &) (4)
b 47TR32 — drij rij
9]

Jumlah kedua tensor tegangan pada pers. (J.3) dan (J.4), yaitu

2
32 dV(rij){(Tij'ée)z+(Tij'é¢)}

47TR3 2 77 drij rl'j

3D 3D _
Ogg + Opp =

2
3 1 dV(rij){(Tij'ée)z + (rij - ép) }

47TR3 2 T drij rij

=

Opg + O = 207°.
Untuk komponen tensor tegangan virial lateral 2D, yaitu

1 1 dV(T'U) (rij ' ég)z

4'7TR2§ T dT'l'j rij

2D _
Ogg =

. N2
w1 1o dV(ny) (- ép)

G¢¢ B _47TR2§ — drij rij
L]

dan jumlah kedua tensor tegangan ini, yaitu

2
1 1 dV(rij){(rij'ée)z+(rij'é¢)}

4R 2 2 T dT'ij rij

2D 2D _
Ogp + U¢¢ =
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A \2 . 2

2020 = -1 dV(rij){(rif'eH) +(Tij'e¢)}

T T TumR?2L. dr, o ,
L]

sehingga didapatkan relasi,
045 + 059 = 207°.

Kemudian mensubstitusikan relasi ini terhadap persamaan tekanan radial,

sehingga didapatkan

2 1
p= EU%D +§0-7§7P'

dengan mengabaikan pernyataan tegangan komponen radial, pernyataan ini

menjadi suatu relasi Young dan Laplace (Zandi dan Reguera, 2005), yaitu

2

p=EO-T ,

dengan a4y = a5°, maka 207” = 04” + a5° = 205", sehingga o7” = ¢4”, dan
dengan keterkaitan antara 2D tensor tegangan dan 3D tensor tegangan komponen

tangensial 6, yaitu

1o aV(rij) (rij - €q) (1 - ép)

g, = —=
@ 2 07 drij rl'j
N2
s20 — L 1N av()) (rij - &)
66 4'7TR2 2 — dT'ij rij

L]

3D _ 3 1 dV(T'l]) (rij ' ég)z

o, —_ — —_
66 4'7TR3 2 — dT'ij rij
L]
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30 = 2 52D,

Lampiran K. Kalkulasi konstanta elastisitas cangkang virus dengan
tensor tegangan solusi Michell

Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolehnya persamaan konstanta
elastisitas cangkang virus dengan tensor tegangan selesaian Michell. Tensor
tegangan komponen tangensial pada solusi Michell yaitu (tanpa pernyataan

logaritma),

Komponen non-zero dari stress tensor, yaitu

E
Oup = —(1 =55 (eaﬁ(l —-v)+ v6a[,>ew),

dengan ggg = gp¢ Maka egy = €44 Sehingga nilai tensor tegangan komponen 6

didapatkan,

_ E
%9 = T y7 (ego(1 —v) +v(eqs + €pg))

_ E _ E
Ogg = (1_—1/2) (egg + V€¢¢)) = m (1 + V)egg

E
1—v) €90

99 = T =) (1 +9) (1+v)egg =
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_ E 4R
%0 = 1-wR"

dengan
R
€00 = €pp = R
maka nilai tekanan radial eksternal, yaitu
__ 26 ko
PR ™

Kemudian dengan mensubtitusikan dengan pernyataan yang telah didapatkan,

yaitu

h
EO’%D = E(O’ge + O'¢¢)

R\ R? (1 —v)R?
M BR?\  E H .
R2 = R2 (1-v)R
ABRE gl s
R S @a-v) ’

kemudian menentukan nilai konstanta A, dan B dengan kondisi batas o,.-(R;) =

—o, dan g,-(R;) = 0, yang mana o merupakan konstanta load/beban eksternal.

Nilai konstanta A dan B, yaitu

R

R
A w-r)

= R gdan B = —




A . o —A+BR?
Dengan nilai A dan B disubstitusikan ke persamaan =
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E

R

sehingga didapatkan suatu persamaan, yaitu

g

(Rf + R?) =

E  her
R(R2 R?) 1—)

Eh (RZ—R?)R
o=— — OR.
1-v) (Rf + R?) R%

T @a-v)

h 6R,

(K.1)

Saat terjadi tekukan pada kapsid atau lipid virus, nilai konstanta beban (load),

yaitu

_F_F F
G_Zr_ZRsinaNZRa'

dengan mensubstitusikan pers. (K.2) ke pers. (K.1), didapatkan

B s Eh (R%—Rf)RdR
2aR (1 —v) (R? + R?)R2

F 2aEh (R% — R?) R?

SR (1—v)(R*+R¥)RZ

Untuk model thin shell nilai R ~ R, karena nilai h < R;, maka

F _ 2aEh (R} —R}R}
SR~ (1—v)(R?+ R?)R?

F aEh (R3 —R?)
SR (1-v) R:

dengan R, = R, + h - R; = R, — h, sehingga

(K.2)
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F _ afEh (R3—(R,—h)?)
SR (1-v) R?
F _ aEh (R — (R} +h?—2R,h))
SR (1-v) R2
F _ aFEh (R3—R}—h*+2R;h)
SR (1-v) R2
h
F aEh (2Rh—h®)  aEh 2Reh (1- Z_RZ)
SR (1-v) R? - (1-v) R?

= {(12—0( v)}ER_T

— = —k(Hukum Hooke)

& {(12—6{1/)}ER_}:2'

karena nilai dari a tidak diketahui, maka konstanta (12_—“1/) dapat diindikasikan

dengan c, yang mana ¢ merupakan sebuah konstanta.

L E
—CRZ.

Dengan mengaitkan tekanan kritis pada kulit permukaan bola (spherical shell)

(Timoshenko dan Gere, 1961), yaitu

2 Eh?

Pcritical = 30 = 1/2) RZ’

maka untuk nilai c yaitu

T sehingga nilai kekakuan kapsid, yaitu,
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Eh?

2
31— Ry

k

Lampiran L. Persamaan tensor tegangan untuk kasus tegangan bidang
Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolennya persamaan tensor
tegangan untuk kasus tegangan bidang. Bermula dari keterkaitan antara tegangan

dan regangan, yaitu

o~e, (L.1)

dan untuk pernyataan notasi tensor standar, dinyatakan sebagai
0ij = Cijrier
Ojj = {a5ij5k1 + By 6 + V5il5jk}ekl
= ad;j6xiex + BOikSjier + ¥Sudjker
= aex0;; + Peij +veji,
karena kasusnya isotropic, maka
0j = ae by + (B +v)ey;,
dengan
a=Adanp +y =2u,
maka,
0;j = 2ue;; + ey bij,

dengan
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- E—V dan — E
T @a+v)a-2v) H= 2(14v)’
sehingga,
_ E 4 Ev 5
T T+ T W) - 2v) RO
E
O'ij = (1 n v)(]_ — 21/) ((1 - ZV)eij + Vekk(sij),

dengan E merupakan unsur intrinsik modulus elastisitas cangkang virus dengan

satuan gaya per satuan luas.
Komponen untuk oy, 0, dan g, yaitu

E
P = v -2v) ((1 ~ 2)exs + V(e + oy ezz))

B E
T (1+v(A-2v)

((1 —V)ew +v(ey, + ezz)),

dengan cara yang sama, maka

Oyy = z ((1 @ 1/)eyy RGN - ezz))
1+v)(1-2v)

0y, - V)ezz + V(exx + eyy))r

I ((1
sehingga, untuk kasus tegangan bidang, yaitu g,, = 0, maka

_ E
O_(1+v)(1—2v

) (ezz(l —v) +v(ex + eyy))

eZZ -

- (1va) (exx + eyy).



193

Substitusikan e,, ke persamaan o, dan o,,,,, maka didapatkan

E %

vey, (1 —v) —v2(ex + €yy)

S drva-an| @ Vet a-»
_ E (1 —v)2eu +vey,(1—v) — vZ (e + eyy)
_(1+v)(1—2v)< (1-v) )

B E
T (1=v3)(1-2v)

((1 WiNTe, Wekg Zv))

E
— a=y (exx + veyy),

Gx X

dan dengan cara yang sama untuk o,,,, yaitu

E
Oyy = (1—v2) (eyy g Vexx)-

Sehingga untuk tesor notasi ini dapat dinyatakan sebagai,

E
Oup = —(1 -y (eaﬁ(l -v)+ vdaﬁew),

dengan mengaitkan persamaan ini terhadap kulit bola, yaitu

_ E
%9 = Ty7) (ego(1 —v) +v(eas + €py)),

dengan tidak mengaitkan ey, kenapa tidak mengaitkannya ? karena tujuannya

lalah fokus berkaitan dengan ketahanan pada kulit virus, intinya ialah mencari
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ketahanan atau nilai tensor tegangan komponen lateral yang terdiri dari 6 dan ¢
yang merupakan peran utama pada interaksi antar partikel kapsomer jika itu
cangkang kapsid, dan interaksi antar partikel lipid jika itu merupakan cangkang

lipid. Sama halnya dengan tensor tegangan komponen ¢, yaitu

E
Opp = (1_—1/2) (e¢,¢,(1 —v) +v(egg + e¢¢)),

dengan menggunakan pernyataan homogen pada tensor tegangan komponen

lateral yang artinya,
960 = O¢¢

maka didapatkan suatu persamaan, yaitu

%9 = T y7) (ego(1 —v) + v(egs + €pg))

E
O'¢¢ = m (€¢¢(1 3 V) + V(egg + €¢¢))

E
0= m(l —V)(egg = €¢¢) +0

E
0= {(1 At V)} (¢00 = €40)
0= € — e¢¢

o = Cp¢
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Sehingga inilah alasan mengapa jika ogg = 044, Maka egy = €44 . Kemudian

untuk nilai tensor tegangan komponen 6, menjadi

_E
Ogp = (1-v) €g,

dengan egg = egg = %R (Sadd, 2009), maka

E 6R
Ogo = Oppp = mf,
sehingga untuk mencari tekanan radial eksternalnya, tinggal mensubstitusikan
persamaan ini terhadap persamaan tekanan radial, yaitu

_h( ) 2Eh R
BRI T 000 ) T TR

Lampiran M. Penjabaran tensor tegangan berdasar fungsi tegangan

Airy ()

Pada lampiran ini dibahas mengenai diperolehnya persamaan tensor
tegangan berdasar fungsi tegangan Airy (¢). Untuk kasus axisymmetric kuantitas
medan (tensor tegangan dan tensor regangan) dependent terhadap variabel radial
dan independent terhadap koordinat angular (). Untuk gambaran skematis kasus

axisymmetric ditunjukkan pada Gambar M, yaitu
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Gambar M. Skematis kasus axisymmetric (Gambar dibuat dengan

menggunakan Microsoft Word).

Fungsi tegangan kasus axisymmetric berdasarkan solusi persamaan Michell adalah

¢ = A01r2 ats Aozrz lnT' + A03 ln r,

dengan tensor tegangan radial, yaitu

199 1 1
e (2A01r + 2407 InT + Agar + Agz ;)
'S A3
== A01 + 2A02 lnT + AOZ + T'Z

A03
= (2A01 + Aoz) + 1"_2 + 2A02 In r,

dengan
2401 + Agz = b,
dan
Agz = a.

Tanpa pernyataan natural log, maka persamaan tensor tegangan komponen radial

adalah
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Begitu pula dengan tensor tegangan komponen 6, yaitu

azd) 0 1
0'99 = W = E(ZAMT' + ZAOZT' lnT‘ + AozR + A03 ;)
_ A03
_ 2A01 + 2A02 lnT‘ + ZAOZ + A02 - T'Z

= (2491 + 3402) — % + 240, InT,
dengan
240, + 3402 = b,
dan
Az = a,

dan tanpa pernyataan natural log, maka

untuk tegangan geser sama dengan nol karena untuk menjaga cangkang virus

bentuknya tetap icosahedral.

Lampiran N. Kondisi Batas (Boundary Condition)

Pada lampiran ini dibahas mengenai persamaan konstanta a dan b. Untuk

menentukan nilai konstanta a dan b dengan kondisi batas sebagai berikut:
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orr(Ry) = —0 (N.1)

Grr(Rl) =0,

dan untuk gambaran kondisi batas pada lempengan ditampilkan pada Gambar N,

yaitu

Gambar N. Lempengan 2D kapsid dalam beban eksternal homogen (uniform
external load) (Gambar dibuat dengan menggunakan Microsoft Word).

Tegangan komponen radial solusi persamaan Michell, yaitu
a
o, (1) = ) + b,

kemudian dengan mengaitkan dengan kondisi batas pada pers. (N.1), didapatkan

suatu persamaan sebagai berikut:

S +b=

RzTUTTY
dan

® fb=0

R? o

Sehingga didapatkan suatu nilai untuk konstanta a dan b, yaitu

R} R}

a=0——>,
(R; = RD)
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dan

RI-RD

Lampiran O. Mengapa tanpa pernyataan natural log ?

Pada lampiran ini dibahas mengenai persamaan tensor tegangan selesaian
Michell tanpa pernyataan natural log. Jika menyelesiakan permasalahan ini

dengan menggunakan pernyataan natural log, maka perhitungannya akan seperti

berikut,
0.1
R2+b+clnR2—— ©.0)
5y Nt L)
—_— cln =0,
R? A
eleminasikan variabel b,
1 1
1 1 R, (0.2)
w2 in(5) =
a <R% R1> + cln R1 o
kemudian eleminasikan variabel a, maka
b(RZ — R?) + c(R5InR, — R?InR,) = —0oR3
—0R? — b(R5 — R?) (0.3)

"~ RZInR, —R?’InR;’

substitusikan persamaan (0.3) ke persamaan (0.2),
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1 1 oR% + b(R; — R?
al—=—-=|- 22 ( 22 ) (InR, —InR,) = —0

L_ 1), bR -RD (InR, — InR,)
“\RZ"R?) "RZmR, - RZInR, 12

N oR3
o
R5InR, — R?InR,

(InR, —InR,)

1 1 b(R3 — R} —o(R3 —R?)InR
al oz~ 52|t 5z (. 21) (InR; —InR,) = 2( 2 12 :

(RZ — RY) b(R5 — R?)(InR; —InR,) _ —o(R; —RY)In R,
RZR? R2InR, —R?InR;,  R?InR,—R?InR,

a

_RZRZ (R% lnRZ —\ R12 lan) + b(lnR1 - lnRz) =—0ln Rl,
2741

setelahnya persamaan ini dibagi dengan (In R; In R,), sehingga didapatkan

1 1 1 1 o (0.4)
al— == * b( 3 ) = - :
R5InR, R{lnR, InR, InR; InR,

Kembali pada persamaan O.1, untuk kali ini dengan mengeleminasikan variabel c,

maka akan didapatkan suatu persamaan, sebagai berikut

a N b 4 o
RZInR, ' InR, - InR,

a 4 b
R?InR; InR;

1 1 1 1 o (0.5)
LN IOV S
R5InR, R{lnR, InR, InR; InR,
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sehingga dari kedua pers. (0.4) dan (O.5) saling meniadakan, inilah alasan
mengapa diperlukan untuk mengabaikan atau tidak menggunakan pernyataan

natural log dalam pernyataan tensor tegangan untuk kasus ini.

Lampiran P. Buckling pada kulit bola tipis

Pada lampiran ini dibahas mengenai persamaan buckling pada kulit bola

tipis. Suatu kulit bola dalam suatu pengaruh tekanan eksternal yang homogen dari
pembahasan sebelumnya dengan persamaan p = %(099 + 04), kemudian ketika

tekanan radial eksternal tersebut ditingkatkan pada kulit bola, maka bentuk bola
yang mana dari bentuk awalnya yaitu bentuk seimbangnya, akan menjadi tidak

stabil, dan mengakibatkan terjadinya buckling pada kulit bola.

Gambar P.1 Skematis elemen OABC pada permukaan bola (Sumber :

Timoshenko dan Gere, 1961)
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Keterkaitan antara tekanan radial dengan tegangan lateral pada kulit bola, yaitu

PR

Opo + 0pp = 2070 = .

sp _ PR (P.1)
O-T _ ﬁ.

Kemudian untuk nilai N, dan N, karena adanya suatu gaya tekan homogen

R
sebesar p?, maka

Ny = -2+ N/ dan N, = —2 + N, . (P.2)

Persamaan kesetimbangan pada elemen OABC (seperti yang ditampilkan pada

Gambar P.1), yaitu

dN, u  1ldw (P.3)
a0 +(Nx_Ny)C0t9_Qx+Ny<E+EE>
1d2W+W SH
Qx RdO2 R/
dQ"+ t0 + N, + N, + pR+ N 1dZW+1du
qp T GxcotOH Nt Ny + bR+ N\ 207 T R g (P.4)
+N (u+1dw> t0 =0
y\RTRa0/)°" "~

dM,
do

u ldw
+ (M, — M) cot6 — QxR + M, (— —) = 0.

R Rde (P.5)
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Sehingga dengan mensubstitusikan pers. (P.2) ke persamaan kesetimbangan
elemen OABC (P.3), maka didapatkan suatu persamaan, yaitu

d(N' pR>+(1v' PK N’+pR) €0 -0, + (M pR)<u+1dW)
ag \Nx =5 )+ (Ne =5 = Ny + 57 jeot0 = Qx +(Ny =5 st R ag

1d2w+w _o
Qx Rdo2 R)

2
dengan mengabaikan pernyataan N, (% + %2—2’) —Q, (%ZTV; + %) karena hasil

perkalian antara Ny, N;, dan Q, dengan turunan (derivatives) u,v dan w sangat

kecil, sehingga didapatkan

dN,’
do

- , pR (u dw
+(Nx_Ny)C0t9_Qx_7(E+ﬁ> =0,

dan dengan cara yang sama terhadap persamaan (P.4), maka

dQ"+ tO +N. + N/ + R(ldu+u to 2W>
70 T 2o x TNy TPE\R g TR R

2 \Rae Traez) 2R Rae

pR(1du 1d?w\ pR (u 1dw>_0
2 R Rdo/)

dan untuk persamaan (P.5) dengan mengabaikan pernyataan hasil perkalian antara

u 1dw
momen M,, dengan o maka

dM,
do

+ (M, — M,)) cot§ — QxR = 0.

Sehingga persamaan dari buckling permukaan kulit terkompres, yaitu

dN,’
do

, , pR /u dw (P.6)
+(Nx_ y)COtB—Qx—7(§+ﬁ)=O
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+Qycot + Nj + Ny, + R(ld +—cotd ZW) Ldu 1d%w (P.7)
Qx c0 PP\Rae TR R Rao TRaeZ :

PR te(u+1dw)—0
2 ““\RTRa8) "

dQx
do

M, (P.8)
T M,)cot® — QR = 0.

Dengan mengeleminasikan Q,, pada persamaan (P.8), yang mana

Qx =~ (de (M, —M )cot@)

dan dengan persamaan,

o (du +v(ucotd — ))
X T w Y(u co w
(1-v?)R\d6 (P.9)
. Eh ( 7. \IY (du W))
y_(l—vz)R U Cco w+v %3] )

dan persamaan momen, yaitu
D (du d*w dw
Mx:_ﬁ d—9+d92+v<u+ﬁ>cot0

D dw du d*w
_ htdd (P.10)
M, Rz((u+d6>cot9+v<d0 d02>)'

dengan mensubstitusikan persamaan (P.10) ke Q,., maka

1 /dM,
Q,=— (d@ My)cote)

~#{(R) (@ e o (o @) oore)+ () a0 (G g (v ) ove oo
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= du | du to + cot? 6 +d3w+dZW to + cot? 6 dw

= R3 792 deco (v+co u FTERIFTY co (v+co )d9

= du | du to + cot? 6 +d3W+d2W to + cot? 6 dw
G =~ 73 |agz T g Otl ~ (v H cot Out gy gz cotd — (v + ot ) g,

kemudian dengan mensubstitusikan Q, ke persamaan (P.6),

de’+(N’ Ny)cot8 1(dM
do x — Ny) €0 do

R (M M)cotH) pR<E+d—W>=O

2 \R Rd6

Eh [d%u L du - . 29
mdez ( +v)—+vEco vu(l + cot® 6)

4Bl te[ wNDIDry G
(1—V2)C0 d@ 4 Uuco Vde

+ dzu+d3 + ¥ to + d*w to (1 + cot?9)
d02 d93 VdGCO VdHZCO Yu co

2

ziad (1+ t28) ¢ + (1 +v) cotd du
V ({0} V) CO d9 d02

02 cotg
Uuco deCO

pR[ +dw] 0
“Tael TV

kemudian persamaan ini dikalikan dengan )

dan dengan konstanta,

_D(A-v?) A (P.11)
"= TRZERL | 12R?
_pR(1—v?)
¢= 2eh '
(P.12)

sehingga persamaan ini menjadi,

d d?w d’w d
—(v+cot29)u>—(1 +v) d‘g < + cotf—— (v+cot20)—>—§(u+—w)=0,

du
(1+n)<d92+cot9 FTE 402

do

dan dengan menggunakan cara yang sama terhadap persamaan (P.7), maka
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de+ 0+ N+ N+ R<1du+u ” ZW) PR 1du+1d2w
ag T Oxc0 x TNy TP R TR R) ™ 2 \Rd6 T Rde2

PR u ldw
——cot9(§+ )=0,

2 R dO
D [d®*u d*u du 2
—m W+Wcot9—@(1+v+2cot 0)
+ 2u(1 + cot? 6) 0+ W dZW(1+ +2cot® 0)
u co co TEATE T v+ 2co

+ 2 cot8(1 + cot? e)dw
CO co a0

D 2u du ) 3w d?w
—ﬁcotﬁ W+Ecot6—(v+cot 9)u+w+wcot0

Eh

dw
e 2 L A Sisu/ ¥
(v + cot* 6) d0]+(1—v2)

1+ )[du 2w + tB]
vV 40 w uco

DR du d*w dw
03 —ucotB—@+4W+d92+Ecot9 =0,

kemudian persamaan ini dikalikan dengan

(1-v?)
= dan dengan konstanta (P.11) dan

(P.12), sehingga didapatkan suatu persamaan berupa,

< d3w
d0* +2C0tew

d3u+2 te)dzu 1+v+ tze)du+ 2 + cot? 8) cot 6 +
n d93 CcOo d@z v co a0 u vV co Cco

2

dw dw
—(1+v+cot?8)—+—(2 —v + cot?
( v + cot“ 0) 702 dG( v + cot” ) cot@)

1+ )(du+ th —2 >+ to du+4 +dW té)+d2W
v 70 uco w|+&|—uco 70 w dQCO 707

=0,

atau



1+ )(du+ to 2)
v 40 uco w

d3u d?u du
+7 ———2cot0—+(1+v+cot29)£

do3 do?
4 d3
—u(2—v+ cot? ) cotfh — 10 _2C0t0d93
+ (1 + v + cot? H)dz—w—d—w(z—v+cot29)cot9>
doz do

00— 4w+ Y ore + L) 2
&l —uco 78 w deco 792 =0

Sehingga didapatkan dua persamaan, yaitu

d?u du dw
hadl 22N 2 v 144
(1+n)<d92+cot9d0 (v + cot 0)u> (1+v)d0
d*w dew ( zg)dw dw Lo (P.13)
+7n W-l—COt 307 v + cot 90 —E(u+w)— ;
d3u+2 tedzu A+v+ tze)du+ (2 + cot? 6) cot O
n 703 co 707 v+ co 70 u v+ co co
B oo A+v+ tze)dzw
do* " “ "7 qe3 Wy =
+dw(2 + cot? 8) cot 8
70 v + co co
1+ )(du+ to —2 )
v 70 uco w
+E<—ucot9—ﬁ+4w+%cot9+dez)—0,
dengan,
dy (P.15)
uU=—
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sehingga pada pers. (P.13) dan (P.14) menjadi

3 2

d3y d*y , AP dw
(1+n)<w+cotew (v + cot 9)@ (1+V)E

d3w d*w 5 o aw
+77 @‘l‘COt@W—(Vﬁ'COt 9)@

—+2cot@——=— (1 +v + cot? 8) —

d*p 43 a2
"\ a6% 63 FTE

+d¢(2 + cot? ) t49+d4W
a0 v (o0} CO d94

3 7

L TERAR . L
co d03 v (o(0) d62

P O ) ol
de v CcO CO

d* dy
—(1+v) (W+Ecot9 — 2W>

dan dengan menggunakan H sebagai sebuah operator,

2

d
= W("') + E(...) cotf + 2(...),

H
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(P.16)

(P.17)

(P.18)

dengan mengaitkan persamaan operator H (P.18) ke persamaan pertama (P.16),

maka
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d
2o HW +nHW) = A+ @ +w) —nA+v)w =@ +w)] =0,

sehingga,

H@) +nHWw) -1 +v)@ +w) - @ +w) =0, (P.19)

dan dengan hal yang sama terhadap persamaan yang kedua (P.17), yaitu

d‘“,b ds‘(l) dZ.‘/) dlp d4’W
n<W+ZCOt9W_(1+V+C°t29)w+@(2—V+C0t20)cot0+m
42000~ (1 4y + o) Y + M 0y 4 cot? ) ot
Cco d0° v Cco 402 a0 v co co
d*p  dyp
-1 el _9
( +v)<d02+d9cot6 W)
AN A I
S\magtd g Tt ggeotf t55r | =0

dan dengan persamaan (P.18), maka didapatkan

nHH@Y +w) — (1 +v)H@) —nB +v)Hw) + 21 +v)[ + w) (P.20)
+&(-H@) + Hw) + 2@ +w)) =0,

kemudian mengaitkan kedua persamaan dengan polinomial Legendre, yaitu

2(2n = DI
2™"n!

{cos no + d cos(n—2)6 + §&cos(n —4)0 + }, (P'Zl)

P,(cos 9) = m—1 2(2n—-1)(2n - 3)

fungsi ini memenuhi persamaan,

d’*P, dP,
102 +%C0t9 +n(n+ 1)Pn =0
(P.22)
i + by td = —n(n+ 1P,
702 T ap cotd = —n(n -

Sehingga didapatkan suatu persamaan, yaitu
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H(P,) = —,P,
Ap=n(n+1) -2 (P.23)
HH(B,) = /1121Pn;

dengan,

2

d
W (Pn) + % (Pn) cotf + Z(Pn)

H(Pn) =

= —n(n+ 1B, + 2P, = —1,,P,,

dengan n(n + 1) — 2 = 4, dan untuk pembuktian persamaan HH(P,) = A%P, ,

yaitu

HH(P,) = H(~1nBy)

= (L e+ L () coto+ 20
- " /n W(n)*’%(n)a)t + (n)
= —Au(—n(n + 1)B, + 2B)
_An(_lnpn)

Y7

Setelah itu menyatakan i dan w sebagai,

(P.24)
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pers. (P.24) disubstitusikan ke pers. (P.19) dan pers. (P.20), dan juga mengaitkan

hal ini dengan pers. (P.23), sehingga didapatkan suatu persamaan, yaitu

o)

D (Anln + (1 +9) + €1+ Bl + (1 +) + £} = 0

n=0

Z{An[nﬂﬁ + A +V)An +2) +EAy +2)] + By[nAz + B+ v)(Am) +2(1 +v) = ¢, — 2)[3R, = 0,

n=0

untuk dua persamaan homogeneous, yaitu sebagai berikut
A+ (A +v)+ €&l +BnA, + (A +v)+E]=0
An[ny + 1+ V) +2) + §(n + 2)] + By[nA7 + G+ v)(Am) +2(1 +v) =, - 2)] =0,
kemudian mengubah kedalam bentuk matriks,

( [ + @ +v) +¢] M + (1 +v) +¢] )(An)_o
A%+ A+ +2) + 6@ + D] 027 + G+ VI + 201 +v) = 8§ = D1/ \Bu/

dengan menggunakan determinan, didapatkan

[+ @ +v) + €N+ B+v)Aum) +2(1+v) — €@, — 2)]

—MmA, + A +v)+ &M+ A +v)A,+2) +EA, +2)] =0.

Sehingga persamaan yang digunakan untuk mengkalkulasikan nilai tekanan kritis,

yaitu
A =v)HA, + A, (A2 + 22, + (A +v)?] — A0, + (1 +3v)] =0

(A =v) (A + 24, + (1 +v)?]
¢ = [, + (1 +3v)] ’

g

ar, 0
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1
A2 +2(1+3v)4, —

—2(1+3v) + \/4(1 +3v)2 4+ 4(1 77”2>
2

1—-v2\ |+ 3v)?
/1n=—2(1+3v)+\/< 7 )l(l_vz)r]+1l

1—v2
A =2(1+3v) + ’ 2

Emiminmiim = 2+ (1—-v2?)n—6vn

An =

i $minimum 1 2Eh 1-v2h vh?

iric = ————(2Eh) = o
Dkritis R(l Al VZ) ( h) (1 A 1/2) R 3 R 2R2 )

dengan mengabaikan pernyataan kedua, maka didapatkan

Eh? (P.25)

2
Prritis = 3(1 = v2) R2’

dan persamaan tegangan kritis pada kulit bola, yaitu

1 Eh (P.26)
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Gambar P.2 Fenomena tekuk/Buckling pada kulit bola (Sumber : Khakina,
2013).
Persamaan nilai tekanan kritis pada kulit bola tipis (thin spherical shell)
(Timoshenko, dan Gere, 1961), yaitu

2 Eh?
Pcritical = 3(1 - v2) R2 "

Pada Gambar P.2 keterkaitan radius kulit bola dengan radius wilayah buckling

(r),yaitu
r = Rsina = Ra.

Energi regangan deformasi dari kulit bola terdiri dari dua bagian, yaitu energi
regangan selama bengkokan (bending energy) dan energi ulur (stretching energy),

yang dinyatakan sebagai berikut:

Et3 w2
Epenaing = Za-w\ae

Et w?

E ng = —————= d?
stretching — 2(1 _ V) R2
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Keterkaitan antara energi bengkok dan ulur, yaitu ketika energi bengkok
mengalami suatu peningkatan maka energi pada peran ulur mengalami suatu
penurunan karena hal ini merupakan peran dari skala wilayah bengkok yang
dinyatakan dalam variabel d. Kemudian nilai dari d ini didapatkan dari

mendiferensialkan energi total terhadap d, yaitu

wo

Utor =

Et? wghR+w3d2 _En? Rh+d2
R d? Rh /] R \d?2 Rh

6Ut0t —

od 5

2Rh ) 2d
d®>  Rh

d =~ VRh.

Sehingga persamaan d yang merupakan skala wilayah bengkok pada kulit bola

+

Eh? (Rh
R

adalah d =~ +Rh. Substitusikan persamaan d ke persamaan U, ~ — =

2

:—h) w2, sehingga didapatkan suatu persamaan, yaitu

2
Utor = T(l + 1w

2
~ D 2
Utot ~ 2 R Wo',

2
sehingga konstanta proporsionalitas pada persamaan U;,; = Z%W(f adalah

konstanta elastisitas pada kulit bola, yaitu
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dengan satuan E adalah gaya per satuan luas.




